Métodos Matematicos 11
Grao en Fisica.

3.- Espazos Vectoriais.

3.1.- Espazos Vectoriais

3.1.0.-Presentacion.
Consideramos o corpo K = R.
(De forma totalmente analoga, podemos supofier K =0, ou K =C).

E claro que se consideramos en R, Q ou C as operacions de suma e produto habituais,
enton (R, +, ), (Q, +, e)e (C,+, ) son corpos (Definicion 2.2.14.) pois, por
exemploen (R, +, e):

1) (R, +) é un grupo conmutativo.

2) e € unha operacion asociativa e conmutativa.

3) e é distributiva respecto a + por ambos lados.

4) e tenneutro (Lea=a, vV a € R)

5) Todos os elementos de R, excepto o0 0 (que € o0 neutro da suma) ten simétrico para o
produto (V ae R,a# 0 = l/lae R,ael/a=1).

EnV = RxR = R? consideramos a operacién interna
+:V xV — V,dadapor: (X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, Y1 + ¥2)
e a operacion externa de R sobre V:

o:R xV — V, dada por: ac (X,y)=(a®x,aey).

E evidente que

(R?, +) é un grupo conmutativo:
A operacion + é interna.

A operacion + ¢ asociativa.
Existe neutro 0 = (0, 0).

Cada elemento v = (x, y) € R?ten simétrico —v = (-x, -y).




A operacion + é conmutativa.
(R, +, ¢) é un corpo. Os seus elementos chamanse escalares.
o representa unha lei de composicion externa que cumpre as seguintes propiedades:
V.1. Distributiva respecto a suma de vectores:
ao(VitVy) =aovitaoVy VYaeR, VVi=(Xy, Y1), V2 = (X2, ¥2) € V.
V.2. Distributiva respecto & suma de escalares:
(a+PB)ov=aov+Pov, Va,Be R, VVv=(X, y)eV.
V.3. "Asociativa"
(veB)ov=ao(BoVv), Va,Pe R, VVv=(X,y)eV.
V.4. "Neutro"

lp ov=V, VV=(X,y)eV, onde 1 € 0 neutro de (R, o).

De forma analoga podemos considerar
EnV = RxRxR = R*a operacién interna
+V xV — V,dadapor:  (Xq, Y1, Z1) + (X2, Y2, 22) = (X1 + X2, Y1 + Y2, 21+ 22)
E a operacion externa de R sobre V:
o:RxV — V,dadapor: ao (X,y,z)=(a®x,aey, a®z).
En xeral podemos considerar operacions analogas para V = K" e o corpo (K, +, ) con
K=R,K=QouK=C.

3.1.1.- Definicion.
Un espazo vectorial é unha terna ((V, +), (K, +, o), <) tal que
(V, +) é un grupo conmutativo. Os seus elementos chdmanse vectores.
(K +, @) é un corpo. Os seus elementos chamanse escalares.
o representa unha lei de composicion externa que cumpre as seguintes propiedades:
- V.1. Distributiva respecto a suma de vectores:
oo (Vi+ Vo) =aoVi+aoVy Vae K, Vv, Ve V.
- V.2. Distributiva respecto & suma de escalares:
(a+PB)ov=aov+Pov, Va,Be K, VveV.
- VV.3. "Asociativa":
(aveB)ov=ao(Bov), Va,Pe K, VveV.
- V.4. "Neutro":




1k ov=vVv, VveV,ondel éo neutro de (K, e).

3.1.2.- Nota.

Se ((V, +), (K, +, ), o) é un espazo vectorial, é usual abreviar con algunha das
seguintes expresions:

(V, K, o) é un espazo vectorial.

V é un espazo vectorial sobre K.

V é un K-espazo vectorial.

V é un espazo vectorial (cando xa se da por suposto cal é o corpo)

Os elementos de V chamarémolos vectores e os de K escalares.

O elemento neutro para a operacion + denotase por 0 e chamase vector cero.
Dado un vector v € V 0 seu simétrico para + chAmase oposto de v e dendtase
por -v:

Adoptaranse as seguintes notacions:

1k 0 neutro do grupo (K *, e).

o o simétrico de o en (K *, ).

Ok 0 neutro do grupo (K,+).

-a, 0 simétrico de o en (K,+).

Ov 0 neutro do grupo (V,+).

-v 0 simétrico de v en (V,+).

3.1.3-. Exemplos.

(R% R, o) sendo ao (X, y) = (o X + ay). Analogamente
(R% Q, °)

(R" R, o), sendoneNN.

(C", C, o), sendo neN.

(C", R, o), sendo neN.

(C", Q, o), sendo neN.

V =Mmxn(R) € un R-espazo vectorial.

3.1.4.- Exemplo.




Se consideramos 0 conxunto das matrices de orde nxm con coeficientes en R, coa suma
ordinaria como operacion interna e a multiplicacion por un escalar como operacién

externa, € un R-espazo vectorial.

3.1.5.- Nota.
(Q% R, o) sendo oo (X, y) = (a X, ay), non é espazo vectorial, pois o non é unha

operacion externa.

3.1.6.- Exemplo.
1) V ={(a, b)e R% (a, b) é solucién da ecuacion 3x + 2y = 0} coa suma de vectores

usual en R? e o produto dun escalar por un vector é un R —espazo vectorial.

2)V ={(a b, c)e R% (a, b, c) é solucién da ecuacion 3x + 4y + 5z = 0} coa suma de

vectores usual en R* e o produto dun escalar por un vector é un R —espazo vectorial.

3x+4y+52=0
3)V={(a b, c)e R (a b, c) é solucién do sistema XrayToz } coa suma de
2Xx+y-z=0

vectores usual en R* e o produto dun escalar por un vector é un R —espazo vectorial.

3.1.7.- Proposicion.
Se V é un K-espazo vectorial, enton:
Joaov=0y <a=0k ou v=0y.
i) (-a)ov =00 (-v) = -(atoV)
Demostracion.
)"
Ok ov=(0k+0k)ov=0k oV+ 0k oV =
= -(Ok oV) + [0k oV] =-(0k oV) + [0k oV + 0k oV] =
= 0y=0k ov =
ooy =ao(0y+0y)=acly+aocly =
= -(ao0y) + [aoOy] =-(ao0y) + [oto Oy + a0 Oy] =
= Oy = a0y

=




Seo # 0 = Ja*edado que aov = 0y temos
Ov=0ato0y=ato(aov)=(atoa)ev=1k ov=Vv

En consecuenciaou oo =0 ou v = 0y.

i) (-0 oV) + (o) = ((-0) + ) ov = O oV = Oy
(0o (V) + (V) = o (V) + V) = o Oy = Oy

En consecuencia (-a)ov = oo (-v) = -(ao V)




3.2. Subespazos dun espazo vectorial

3.2.1.- Definicién.
Un subconxunto non baleiro U dun K-espazo vectorial V é un subespazo de V se:
1.u; + Uy € Uparatodo ug, u; € U.

2.0u € Uparatodou € Uetodo a € K.

Equivalentemente, au + Bu’ e U paratodou,u’ € Uetodoa, B € K.
Notese que o vector cero de V estaen U xaque como U = ¢ existeu e Ue

Ou=0e U.
Ademais, U é un espazo vectorial coas mesmas operacions que V e tamén co mesmo

neutro para a operacion +:

3.2.2.- Exemplo.

1.- Os seguintes conxuntos son subespazos de R*.
AU={(x,y,zt) e R"/x+y=0,z-t=0}
W={(x,y,z,t) e R*/x-3y=2z+2t}

2.- Os seguintes conxuntos son subespazos de R*.
U={(x,y,2) e R®/x+3y =2}

V={(x,y,2z) e R®/2x +3y-z=0}

3.2.3.- Exemplo.

1) O exemplo 1 de 3.1.6. é un subespazo de R? e os exemplos 2 e 3 de 3.1.6. son
subespazos de R®.

2) Se V é un espazo vectorial, enton {0} e V son subespazos de V e chamanse
subespazos triviais.

3)U={(x,0,y)/x,y e R} é un subespazo de R>.

4)U={(x,y, z) e R*/x +y=1}non é un subespazo de R®.

5YU={(x,y,2) € R®/x+y=0,x+2y+z=0}é un subespazo de R®.

6) U ={A € My(R) / A é diagonal} é un subespazo de M,(R).




7) O conxunto das solucions dun sistema homoxéneo de m ecuacidns con n incégnitas

con coeficientes en K é un subespazo de K".

3.2.4.- Exercicio.

1.- Estudiar se os seguintes subconxuntos de R * son subespazos vectoriais:
U={(x vzt eR*/x+y=0z-t=1}

V={(xVY 2zt eR* 2=y}

W={(x,y,z,t) e R*/x-3y=z+2t}

2.- Estudiar se os seguintes subconxuntos de R * son subespazos vectoriais:
U={(x,y,2) e R*/x+3y=2}

V={(x,y,z) e R¥/x=1}

W={(xvy,2) e R*/x*=y}

3.2.5.- Proposicion.

Se V; e V; son subespazos de V, entén V11V, é un subespazo de V.

En xeral, se { V; }ie € unha familia de subespazos dun espazo vectorial V, entén () V;

iel
={veV/ve Vj Vi el} éun subespazo de V. Ademais é o maior subespazo de V
contido en todos os V;j, iel.
Demostracion.
1.Seup, u; € Vi1 Vy, entdn ug, u; € Vi e ug, Uy e Vo Polo tanto
Up+u, e Vieuptu eV,
En consecuencia u; + u; € V11V, para todo us, u; € V11 Voa.
2.Seu e ViNVea e K,entdn.u € Vi eu e V; e polo tanto,
oau e Vieau e Vy

En consecuencia au € Vi (1Vz paratodou € Vi (1 V2 etodo a € K.

A proba do caso xeral € similar ao particular

E un exercicio sinxelo. E necesario probar que

1) N Vi é subgrupo de (V, +).
iel

2)aove (Vi Vae K, Vve Vi

iel iel




Para elo temos que ver que:

1)v,weNVjentéonv+w eV,

iel iel

2)aove Vi, Vae K, Vve Vi

iel iel

3.2.6.- Exemplos.

1)  Vi={(x, v, 0)eR’} é subespazo de R*.

Vo = {(x, 0, z) e R*} é subespazo de R°.

V1N Ve ={(x,0,0) e R} é subespazo de R°.

2) Os subespazos de R" son os “planos, rectas, etc., que pasan pola orixe”.

3) O subconxunto de R? dado polas soluciéns da ecuacion 3x + 2y = 0. E dicir:

V ={(a,b) e R? (a, b) é solucién da ecuacion 3x + 2y = 0} é subespazo de R?.

4) O subconxunto de R* dado polas soluciéns da ecuacion 3x + 4y + 5z = 0. E dicir:
V ={(a b, c)e R (a, b, c) é solucién da ecuacién 3x + 4y + 5z = 0}é subespazo de R>.
5) O subconxunto de R* dado polas soluciéns da ecuacion 2x +y —z = 0. E dicir:

V ={(@a, b, c)e R¥ (a, b, c) é solucién da ecuacion 2x + y - z = 0} é subespazo de R®.

3X+4y+5z=0 .
6) O subconxunto de R* dado polas soluciéns o sistema y . E dicir:
2Xx+y-z=0

3X+4y+5z=0

V ={(a, b, c)e R¥ (a, b, c) é solucién do sistema
2X+y-z=0

} é un subespazo de

R3
E obvio que este subespazo coincide coa interseccion dos dous subespazos anteriores.

3.2.7.- Nota.
Obsérvese que a union de subespazos vectoriais non é subespazo vectorial. Por exemplo

a union das ddas rectas de R?, x =0 ey = 0 non é subespazo vectorial de R %

3.2.8.- Definicion.

Se V1 e V; son subespazos dun espazo vectorial V, enton definese o subespazo suma de
V1 e V, como o subespazo

Vi+Vo={vi+Vvy/vie Vi, voe Vo

E facil ver que V1+V; é un subespazo de V.




3.3.- Sistemas de xeradores

3.3.1.- Definicion.
Sexa S un conxunto de vectores dun espazo vectorial (V, K, o). Dise que un vector
veV é combinacion lineal dos vectores do conxunto S, se existen vy, ..., Vhe S, ay,

., 0ne Ktalquev=oyovy+azoVy + ... + 0hoVp.

3.3.2.- Exemplo.

1) No espazo vectorial R? o vector (2, 2) é combinacién lineal dos vectores
(1,1)e(3,1) pois(2,2) =2(1,1) +0(3, 1).

2) No espazo vectorial R® o vector (1, 1, 1) é combinacion lineal dos vectores
(1,1,0)e(3,3,1) pois (1,1,1)=1(3,3,1) -2(1,1,0).

3) No espazo vectorial R*se consideramos o conxunto

S={(1,1,0,73),(3,3,0,1), (2, 2,0, -2)}, entdn o vector (5, 4, 0, 0) non &€ combinacion
lineal dos vectores de S, pero o vector (3, 3, 0, 17) é combinacion lineal dos vectores de
Spois (3,3,0,17)=2(1,1,0,3)+3(3,3,0,1) - 4(2, 2,0, -2).

Pode verse que esta non é a unica combinacion lineal posible deses tres vectores que da
0 mesmo vector (3, 3, 0, 17), pois por exemplo

(3,3,0,17)=6(1,1,0,3)-1(3,3,0,1) +0(2, 2, 0, -2).

3.3.3.- Proposicién.

Sexa (V, K, o) un espazo vectorial e S un subconxunto de V. O conxunto de
combinacions lineais formadas cos vectores de S, que denotaremos por <S>, é 0 menor
subespazo de (V, K, o) que conten ao conxunto S. E dicir, o conxunto
<S>={oyovit+azovat...+tanovy/aie K vieS,i=1, ..., n} verifica que

- é un subespazo de (V, K, o),

- contén ao conxunto S e

- esta contido en todos aqueles subespazos de (V, K, o) que contefien ao conxunto S.
Demostracion.

i) E un exercicio sinxelo. E necesario probar que

1) u; + Uy € <S> paratodo u, U; € <S>.




2) aove<S> Vae K, Vve <S>,

En efecto:

1) Sexa v, v'e<S>, con

V=oyoVi+azoVe+....+tanoVvy aie K, vieS,i1=1,...,n

V'=Biov, +BaoV , +..+PBnov. ,Pic K,v €S, i=1, ..., m

Entén

V+V = (0goVy + 0oV + e + ano V) + (BroV, +PB2oV 5 + ..+ Pmov. )=

= 0oVy+ 0goVa + .. ¥ dpoVy + BroV, +PaoV , +...+PmoVv.  que sigue sendo
unha combinacion lineal de vectores de S.

2)Sev=oag0oVy+apoVa+....+tanoVvp aie K, vieS,i=1,...,n e ae K enton
ooV =qao(agoVy+opoVy+ ...+ anoVy) = (aoy)ovy + (ao)o Ve + ... + (ala) o Vi,
En consecuencia oo v sigue sendo unha combinacion lineal de elementos de S pois
(aa)e K, vieS,i=1,...,n.

Polo tanto <S> é subespazo de V.

i) VveS = v=1k ov = ve<S>, co que Sc<S>.

iii) Se V' é un subespazo de (V, K, o) con Sc V', enton
(aov) eV', Vae K, VveS e polo tanto

agie K,vieS,i=1,...,n=> (OL10V1+ opoVy + ... ‘|'0LnOVn)€Vl

3.3.4. Exemplo.
{(x,y,2) e R®/x=y}={x(1,1,0)+2(0,0,1)/x;z € R} =<{(1, 1, 0), (0, 0, 1)}>.

3.3.5.- Proposicién.
Se V1 e V3 son subespazos dun espazo vectorial V, enton V; + V, =<V J V>
Demostracion.

E claro que V1+V, é 0 menor subespazo de V que contén a V1 U Va.

3.3.6.- Corolario.

Como consecuencia da Proposicién 3.3.3. anterior temos que:
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ScS = <S5>c=<S> e <<S>>=<S>

3.3.7. Nota.

Se S e S’ son subconxuntos de V

<S>c<S'> {S c<S'>

<S'>c<S > S'c< S >

<S>=<S> & {
En particularse S < Ve v € V temos que

<S>=<S U{v}> < v e <S>

Como consecuencia temos que nun conxunto de xeradores S podese eliminar un vector
v se, y SO si, v é combinacion lineal dos demais elementos de S. E dicir, siv € S

<S>=<S—{v}> & ve<S-{v}>

3.3.8.- Exercicio.

No espazo vectorial (R, R, o) temos que
<{(1,0,0,0,,0¥r={(xy,0/x,yeR }
<{(1,1,0),0,1,00}>={(x,y,0)/x,yeR }.
<{(1,1,0),0,1,1)}>»={(X,x+z,2) I X, zeR }.

3.3.9.- Definicion.

Sexa (V, K, o) un espazo vectorial. Un conxunto de vectores S de V dise que é libre ou
linealmente independente se para aje K, vieS, 1 =1, ..., n, con todos os v; distintos, a
igualdade oyovy + opoVvy + ...+ anoV, =0, SO se verifica para

amp=ox=..=0,=0.

E dicir:

aie K,vieS,i=1,...,n,a10Vy +apoVo+ ... + opoVpy =0 = =0, VI.

3.3.10.- Exercicio.
Probar que:
1) {(1,0,1,0,3),(0,2,1,1,2), (1,2, 2,1, 0)} é un conxunto de vectores de R°

linealmente independentes.
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1 0 2 1 0 2 0 0 1) ,
2) , : € un conxunto de vectores do R-espazo
0 2 3){11 3 1 1 3

vectorial Mat,,3(R), linealmente independentes.

3.3.11.- Definicion.

Sexa (V, K, o) un espazo vectorial. Un conxunto de vectores S de V dise ligado ou
linealmente dependente se non é libre. E dicir: existen

aie K, vjeS,i=1,...,n, con todos os v; distintos e algin o; # O e

o1oVy+opoVo+ ...+ apovy=0.

3.3.12.- Nota.

Sexa (V, K, o) un espazo vectorial. Entén:

S ={ 0} € un conxunto linealmente dependente

(lk ©0Oy =0y, 1k # 0k)

SeveV,v = 0,enton S = { v } é un conxunto linealmente independente (Proposicién
3.1.7.1)

3.3.13.- Nota.

Sexa (V, K, o) un espazo vectorial e S un conxunto de vectores de V. Entén:
Se S é un conxunto linealmente independente e S'<S, entdn S' é un conxunto
linealmente independente.

Se S é un conxunto linealmente dependente e S S', entdn S' es un conxunto

linealmente dependente.

3.3.14.- Nota.

Calquera conxunto de vectores que contefia ao vector 0 € linealmente dependente.

3.3.15.- Proposicion.
Se S é un conxunto de vectores dun espazo vectorial (V, K, <), enton:
S ¢ linealmente dependente se, e s0 se, existe ve S tal que ve <S-{v}>.

Ademais nesta situacion temos que <S> =<S-{ v }>.
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Notese que esto é equivalente a dicir que

S ¢ linealmente independente se, e sO se, vg <S-{v}>, VveS.

Demostracion:

"="SexavijeS, aije K,i=1,..,nconalgina; # Oe

o1oVy+opoVo+ ...+ apovy=0.

Podemos supofier, sen pérdida de xeneralidade (basta con reordenar os vectores e
escalares), que oy # 0. Entén -y # 0e 3 (-au) e K. Asi

opoVy + ...+ apoVy = (-o)oVy €

V1= (-ag) o (-ag ) o vy = (-ag) Mo (0o Vo + .. + OlgoVy) =

= ((-a1) e o) oV + oo + ((-0t2) 0 0tn) 0 V) € <S-{v1}>

"<"Seve<S-{v}> enton

V=oyoVy+ opoVo+ ...+ anoVp VieS, aie K, vi # v,i=1, ..., n.

Logo (-1k)eVv+ oyoVvy + opoVy + ... + ooV =0, con -1 # Ok e polo tanto S é un
conxunto linealmente dependente.

Ademais

S{v}cS = <S{v}> <S>

ve<S{V}> = Sc<S{V}>=><S>c<<S{v}>>=<S{v}>

3.3.16.- Proposicion.

Se (V, K, o) € un espazo vectorial, S é un conxunto de vectores linealmente
independente e v¢ <S>, enton SU { v } é un conxunto linealmente independente.
Demostracion.

SexaooV+ajovy+opoVyt....+tanovy,=0,vieS, aie K, i=1,...,n.

Se o # 0, entén -o = 0y 3(-a) ™. En consecuencia “despexamos” v e

V= (-a) o (agoVy + a0 Vs + ... + o V) € <S> en contradicion coa hipétese inicial.

Logo o =0.

a=0 = ogovi+opoVve+...+anovy=0,vieS, aie K,i=1,..,n, edadoque S éun
conxunto linealmente independente temos que oy =z =.... =0, =0
epolotantoa=a; =0 =.... =an =0.

3.3.17.- Definicion.
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Sexa V un espazo vectorial sobre K e S un conxunto de vectores de V. Dise que S é un
sistema de xeradores de V se <S> = V. E dicir, S é un sistema de xeradores de V se

calquera vector de V é combinacion lineal dos vectores de S.

3.3.18.- Exemplos.

{(1, 1), (1, 2)} é un conxunto de xeradores de R?.

{(1,0,1), (1,1, 0), (-1, -2, 1)} non é un conxunto de xeradores de R°.

{(1,0,1), (1,1,0), (1,2, 1)} é un conxunto de xeradores de R°.

En efecto:

i) Temos que probar que para calquera vector (a, b) de R? existen a e P, tales que
a(l,1) +B(1, 2) =(a, b)

Se tomamaos por exemplo o vector (7, 9) basta tomar

a=5B=2.

En xeral para calquera vector (a, b) é necesario que

atfB=a

a+2pB=Dh.

Para elo, vemos que

a=2a-b

B=b-a.

ii) Temos que probar que existe un vector de R* que non é combinacion lineal dos
vectores {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (-1, -2, 1)}.

Se tomamos, por exemplo, o vector (2, 1, 3) non existen a, 3 e y tales que
a(1,0,1) +B(1,1,0) +v(-1, -2, 1) = (2, 1, 3). En efecto para que se verifique esta
igualdade é necesario que

a+B-y=2

p-2y=1

a+y=3.

Resolvemos o sistema:

11 -1 2 1 1 -1 2 11 -1 2
01 -2 1|20 1 -2 1] 2,101 -21
10 1 3 0 -1 2 1 00 0 2
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Como é un sistema incompatible non existen a, 3 e y tales que

a(1,0,1)+B(1,1,0) +v(-1,-2,1) =(2, 1, 3).

iii) Temos que probar que para calquera vector (a, b, c) de R* existen o, B e y tales que
a(1,0,1)+B(1,1,0) +v(1, 2, 1) =(a, b, c). En efecto para que se verifique esta
igualdade € necesario que

atP+y=a

B+2y=b

o+7y=C.

Resolvemos o sistema:

11 1 a 1 1 1 a 1 11 a
01 2 b| 25101 2 b |—E2,5101 2 b
1 01 c 0 -1 0 c-a 0 0 2 c—a+b

Vemos que é un S.C.D., independentemente dos valores de (a, b, c).
Como é un sistema compatible, existen a, p e y tales que

o(1,0,1) + B(L, 1, 0) + (1, 2, 1) = (a, b, c).

y=(c+b-a)/2

B=b-2((ctb-a)2)=a-c
a=a-(ctb-a)/2)-(a-c)=(c—-b+a)/2

Por exemplo se tomamos o vector (6, 4, 8) e tomamos

a=5
B=-2
y=3

5(1,0,1) - 2(L, 1, 0) + 3(1, 2, 1) = (6, 4, 8).

3.3.19.- Exercicio.

Proba que:

i) S={(1, 1, 1), (5,0, 3)} é un conxunto de xeradores do subespazo vectorial de R*
V={(,Y, z)/3x+2y -5z =0}.

i) S = {(6, 3, -2), (-5, 4, 6)} é un conxunto de xeradores do subespazo vectorial de R*
V={(Y,2z)/2x-2y+3z=0}.
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L (1 2) (1 2\ (1 4) (3 8)|,
iit) ; , € un conxunto de vectores xerador do
0 1) {0 2){0 3)\1 6

R-espazo vectorial Matoxo(R) ¢E un conxunto linealmente independente?.

3.3.20.- Proposicion.

Sexa S = {vy, Vz, ..., Vo } un conxunto de vectores dun espazo vectorial V.

i) Se intercambiamos dous vectores, enton

<{Vi, ..oy Viy ooy Ve, V> = <{V1, L Y e Vi e Vi

ese

S={v1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn} € un conxunto linealmente independente, tamen o &

S ={vi, ..., Vj, ..., Vi, o, Vi

ii) Se multiplicamos un vector, por un escalar A # 0, enton

<{V1, ooy Viy ooy V> = <{V1, ..., AV, ..., VP>

ese

S={vy, ..., Vi, ..., Vn} € un conxunto linealmente independente, tamén o €

S’ ={vy, ..., \Vj, ..., Vn}

iii) Se sustituimos un vector polo resultado de sumarlle outro vector multiplicado por un
escalar A, por exemplo sustituimos v; por v + Avj, enton

<LV, oy Viy ey Vo V> = <{V1, o ViR AY L Y e VB

ese

S={v1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn} € un conxunto linealmente independente, tamen o e

S ={vi, ..., Vit AVj ..., Vj, ..., Vn}

Demostracion:

i) E evidente.

Por comodidade de notacion, probamos ii) e iii) para indices baixos. O caso xeral é
analogo, ou utilizamos a propiedade i) e sempre podemos colocar os vectores afectados
ao principio.

i) “c” E claro que {Avy, Vs, ..., Vo}> = <S> e polo tanto <{Avs, Vs, ..., Vo}> < <S>
“5"vie<{AV1, Va, ..., Vn}> Pois v1 = L1 (Avy) e polo tanto é claro que

S < <{Avy, Vo, ..., Vi }> e polo tanto <S>c <{Avy, Vo, ..., Vo }>.
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Se S ={vy, ..., Vi, ..., Vo } € un conxunto linealmente independente entén
ou(Avy) + oV + ...+ oV =0 = (uA)vi + apvo + ...+ apvp =0 =
= (ur)=0,02=0, ...,a,=0 epolotantooy =0, = ...=a, =0 €
S’ ={lv, Vo, ..., Vo } € un conxunto linealmente independente.

iii) “c” E claro que <{vi + AV, Vs, ..., Vo }> <= <S> e polo tanto

<{ vy + AV Vg, ..., Vn}> < <S>.

D7 Vvie <{Vi+AVvy Vo, ..., Vn}> pois vy = (V1 + AVy) - AV, e polo tanto é claro que

S < <{vi+Avy Vy, ..., Vi}> e polotanto <S>c <{vi + AV, Vo, ..., Vi }>.

Se S={vy, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn} € un conxunto linealmente independente enton
OL]_(V]_ + 7\,V2) + Vot ...+ opWn =0 = oyvi + (0(17\, + OL2)V2 +.+ awvn=0=
= =0, (urA+0)=0,03=0, ...,0,=0 epolotantooy =, = ... =0, =0 €

S’ ={v1 + AVvy, Vo, ..., Vo } € un conxunto linealmente independente.

3.3.21.- Exemplo.

a) Os conxuntos S ={(1,1,0), (1,0, 1)}e S ={(3, 2, 1), (0, 1, -1)} xeran 0 mesmo
subespazo vectorial de R®,

b) Os conxuntos S ={(1, 1,0), (2,0,2)}e S’ ={(3, 2, 3), (0, 1, 0)} non xeran 0 mesmo

subespazo vectorial de R®.

En efecto:
v2-vl (-1v2
a)<S>=<{(1,1,0),(1,0,1)}> = <{(1,1,0),(0,-1,1)}> =
(-1)v2
= <{(1,1,0),(0,1,-1)}>.
1-2v2 (1/3)v1

<s>=<{(3,2,1), (0, 1,-)}> = <{@3.0,3),(0,1,-1)}> =

(1/3)v3

27 <(1,0,1), 0.1, -)}> = <{(1,1,0), (0, 1, -1)}>.

2-2v (-1/2)v2

b) <S>=<{(1,1,0), (2,0, 2)}> s ' <{(1,1,0),(0,-2,2)}> =

(-1/2)v2

= <{(1,1,0), (0,1, -1)}>.

1-2v2 1/3)v1

<5'>=<{(3,2,3),(0,1, 0> = <{(3,0,3),(0,1,0} = <{(,0,1), (0,1,
0)}>.
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O vector (0, 1, 0) non pertence a <S> xa que non existen a e 3 tales que

a(1,1,0) +B(O,1,-1)=(0,1,0).

3.3.22.- Exemplo.

En R>:

<{(1,1,-1,2,1),(2,1,-7,4,1),(8,6,4,1,3),(1,-1,2,0,0)}> =
=<{(1,1,-1,2,1),(0,1,5,0,1), (0,0, 1, -15/22, -3/22), (0, 0, 0, 1, 61/151)}> =
=<{(1,1,-1,2,1),(0,1,5,0,1), (0,0, 22, -15, -3), (0, 0, 0, 151, 61)}>.

En efecto, se consideramos a matriz

1 1 -1 21

2 1 -7 4

podemos considerar as suas filas como vectores de R® e facer
8 6 4 1 3
1 -1 2 00

transformacions das indicadas na Proposicion 3.3.20. para conseguir a matriz

11 -1 2 1

01 5 0 1

0 0 22 -15 -3

0 0 0 151 61
En consecuencia os vectores fila destas ddas matrices xeran 0 mesmo subespazo
vectorial de R®.
Cando podemos pasar dunha matriz A a unha matriz B facendo transformacions das

indicadas na Proposicion 3.3.20. dise que as matrices A e B son equivalentes por filas.
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3.4. Bases e dimension dun espacio vectorial

Introducimos a continuacion o concepto de base que € esencial para o estudio dos
espazos vectoriais. Trataremos, unicamente, o caso de espazos vectoriais finitamente

xerados, ainda que os resultados son validos para espazos vectoriais xerais.

3.4.1.- Definicién.
Un conxunto de vectores de V, B ={ Ey, ..., En }, é unha base de V se:
1. B é un conxunto linealmente independente

2. B € un conxunto de xeradores de V.

3.4.2.- Exercicio.

Bases dos R-espazos R, R?, R®, ...,
Bases dos Q-espazos O ,0% Q3 ......,
Bases dos C-espazos C ,C?, C?, ...,

¢ Corieces algunha base do R-espazo vectorial R[x]?

3.4.3.- Proposicion.

Para un espazo vectorial V e B un conxunto de vectores de V, as seguintes afirmacions
son equivalentes.

i) B € unha base de V.

i) <B>=Vesev B, <B-{v}>=V (é dicir: B é un conxunto minimal de xeradores de
V)

iii) B é un conxunto de vectores de V linealmente independentes e se vg B, BU{v} é
un conxunto linealmente dependente (é dicir: B € un conxunto maximal de vectores de
V linealmente independentes)

Demostracion.

1) = ii) B base = B conxunto de xeradores e B conxunto de vectores linealmente
independentes = <B>=VeseveB,v ¢<B-{v}> =

= <B>=VeseveB, <B-{v}>=V.
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i) = i) <B>=V = B € un conxunto de xeradores. S¢ falta ver que B é un conxunto
de vectores linealmente independentes.

Se non fosen linealmente independentes, enton 3ve B, ve <B-{v}> e polo tanto
ve<B-{v}>=<B>=V.

i) = iii) B base = B conxunto de vectores linealmente independentes e <B> = V.

En consecuencia B conxunto de vectores linealmente independentes e se v¢ B, BU {v}
é un conxunto linealmente dependente

iii) = i) So falta ver que <B>=V. Se <B>=V, entdn dveV, v <B> e polo tanto

B U {v} seria un conxunto linealmente independente (Prop. 3.3.16)

3.4.4.- Proposicion.

Se V é un espazo vectorial, L={ E; , ..., E; } € un conxunto de vectores linealmente

r
independentes e v = Z a0 E;j, enton os escalares oy, oy, ..., oy, SON UNICOS.
i=1

Demostracion.

Sev= > aicEjetamén v= > PioE; enton
i=1 i=1
0=v-v=(> aicE)- (D BicE) =D  (ai-Bi)oEi edado que L é un conxunto
i=1 i=1

i=1

linealmente independente tense que (oi- Bi) =0, Vi, de onde o = Bj, i=1, ..., T.

3.4.4.b.- Exercicio.
Se V é un espazo vectorial, L = { E;, ..., E; } € un conxunto de vectores de V e existe
veV tal que v = oyE; + ... + o,E; de forma Unica, entén { Ey , ..., E; } é un conxunto de

vectores linealmente independentes.

3.4.5.- Corolario.

Se V é un espazo vectorial e B={ E; , ..., E; } é unha base de V, enton cada vector
v eV pode expresarse de forma Unica como combinacion lineal dos elementos de B.
Demostracion.

Por ser B un conxunto de xeradores temos que
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n
V=A10E1+ Ay0Es+ ...+ A,,0E, = Z AioE;j
i=1
Por ser B un conxunto de vectores linealmente independentes, a proposicion anterior

aseguranos a unicidade dos escalares.

3.4.6.- Definicion.

Se V é un espazo vectorial e B={ E;, ..., E, } € unha base de V, enton

n

V= z AioE; e osescalares 11, A2, ..., An, (Que estan univocamente determinados)
i=1

denominanse coordenadas do vector v respecto da base B.

Obsérvese que fixada a base B, enton cofiecese ve 'V se, e sO Se, se cofiecen as suas

coordenadas respecto de B.

3.4.7.- Exemplos.

Sexa B ={(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} unha base de R*. Calcular o vector ve R®, tal que
as slias coordenadas respecto de B son (1, 8, 7) (e dicirv=(1, 8, 7)g).

Para ver que B é unha base hai que ver que é un conxunto de vectores linealmente
independentes e que é un conxunto de xeradores.

v=(1,8,7s=1(1,1,0)+8(1,0,1) +7(0,1,1)=(9, 8, 15)

3.4.8.- Exemplo.

a) Se n € un enteiro positivo, entén R" é un R-espazo vectorial e o conxunto B={ ey,

i)
., e} con g=(0,.,0,1,0,..0), ¢ unha R-base de R" que denominaremos base
canonica.

b) B={(1 1,1), (1,2 0),(0,-1,2)} é una base de R®.

3.4.9.- Teorema (de existencia de base).
Sexa V # {0} un espazo vectorial con un conxunto finito de xeradores S. Enton, existe
un subconxunto B de S que é unha base de V.

Demostracion.
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Notese que xa que V = {0} todo conxunto de xeradores de V ten a lo menos un vector
distinto de 0.

Se S é linealmente independente xa € una base.

En caso contrario, existe v e S que € combinacién lineal dos restantes e
<S-{v}>=<5>=V.

Se este novo conxunto de xeradores é linealmente independente xa é unha base de V.
Noutro caso existe v e S-{v} que é combinacion lineal dos restantes e
<S-{v,Vv'}>=<S-{v}>=V.

Repetindo o proceso, tantas veces como sexa necesario, chégase a un sistema de
xeradores linealmente independentes xa que, no peor dos casos, encontrariamos un
conxunto xerador con un unico vector que ao ser distinto de 0 xa é linealmente

independente.

3.4.10.-.

Obsérvense as similitudes e diferencias entre as duas proposicions 3.4.10a e 3.4.10b que
seguen:

3.4.10a.- Proposicion.

Se V € un espazo vectorial cunha base finita de n elementos e L = {E;, E, ..., E;} é un
conxunto de vectores linealmente independentes, entdon podemos conseguir unha base
de V que contefia a L (engadir vectores a L para completar unha base de V). Como
veremos que todas as bases ten o0 mesmo ndmero de elementos, necesariamente
engadiremos n — r elementos.

Demostracion.

Sexa B ={F, F», ..., Fn} unha base de V.

Se F; e<L>,tomamos Ly =L ={Ey, Ey, ..., E}

Se F; ¢<L>,tomamos L; = L|y{ F1} ={Ei, Ea, ..., E;, F1} que € un conxunto de
vectores linealmente independentes, por 3.3.16.

Se F; e<L;>, tomamos L, = L,

Se F, ¢ <L;>, tomamos L, = Ly |J{ F2} que é un conxunto de vectores linealmente
independentes, de novo por 3.3.16.

Continuando con este proceso, conseguimos un conxunto de vectores, L,, linealmente

independentes tal que LcL,eFi e<L,>,i=1, .., n,poloque Bc<L,> = Vc<L,>
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En consecuencia L, € unha base de V que contén a L.

3.4.10b.- Proposicion (Teorema de Steinitz)

Se V é un espazo vectorial cunha base finita de n elementos, B = {Fy, F, ..., Fn} base
deV e L ={Ey, E,, ..., E;} € un conxunto de vectores linealmente independentes, entén
podemos sustituir r vectores de B polos r vectores de L para obter unha nova base de V.
Demostracion.

Tefiamos en conta que por ser L un conxunto de vectores linealmente independentes
todos os vectores de L son distintos de cero.

Faremos unha demostracion por induccidn que nos permite ver como teriamos que
facer, na practica, para sustituir E;, a continuacion E;, e asi sucesivamente.

1) Sustitucién do primeiro vector Ej:

Por ser B base E1 = > o;F, e por ser E; #0, alglin a; #0.
i=1

VVamos a probar que podemaos sustituir E; polo F; correspondente (é dicir, se oz # 0,
podemos sustituir E; por F3) de forma que By = {F, ..., Fi.1, Ei, Fis1,..., Fn} sigue sendo
base.
Suporemos, sen pérdida de xeneralidade que o # 0, € vamos a probar que neste caso
By ={Ea, F2, F3,..., Fn} € base.
- By = {E1, F, Fs,..., Fo} € un conxunto de vectores linealmente independentes:
Pola Proposicion 3.4.4, dado que estamos supofiendo que E; = Zn:ai F, conoy #0,

i=1
entonces E; ¢ <{ F, F3,..., Fn}> pois a expresion de E; como combinacion lineal dos
vectores da base B € Gnica. Entonces, pola Proposicion 3.3.16, {Ei, F, Fs,..., Fn} € un
conxunto de vectores linealmente independentes.
- By = {E1, F, Fs,..., Fn} € un conxunto de xeradores de V.

Dado que E; = > a;F; con ay #0, existe (a1)™ e temos que ouF1 = E1 - Y a;F; e polo
= =

tanto Fy = (ou) (E1 - . a;F;). En consecuencia
i=2

F1€<{E1, F2! F3)-"! Fn}>-
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Pero é obvio que Fy, F3,..., Fne<{E1, F, Fs,..., F,}>, e polo tanto

<{Fy, F,, F3,..., Fn}> < <{E1, F, F3,..., Fn}> e en consecuencia <{Ei, F», Fs,..., F,}> é
un conxunto de xeradores de V.

Logo By = {Es, F, Fs,..., Fn} € base de V.

2) Supofiemos que temos sustituidos r-1 vectores E, E,, ..., Er.; de forma que

Br1 = {E1, Eo, ..., Era, Fy, ..., Fn} é base.

2) Vamos probar como podemos sustituir o seguinte.

r-1 n
Por ser Byy base E;= ) o E; + > a;F, eporser E; =0, algiin a; # 0. Ademais ten que
i=1 i=r
- - - - r71
existir o; =0 con 1 >r-1, pois se non E; = Z“i E, eoconxunto L={E;, Ey, ..., E}
i=1
non seria un conxunto de vectores linealmente independentes. En consecuencia temos

que
r-1 n

B.1 base e E; = Z“i E, +Zai F. con algin o =0, i >r e podemos demostrar igual que
i=1 i=r

fixemos para E; que podemos sustituir E; polo F; correspondente de forma que B, siga
sendo base.

3.4.11.- Proposicion.

Sexa V un K-espazo vectorial. Se B = {Ej, E, ..., En} € unha base de V con n vectores,
enton un conxunto S={v, Vy, ..., Vm} con m > n non pode ser linealmente independente.
Demostracion.-

Opcion 1, basada no teorema der Steinitz)

Polo teorema de Steinitz, se S € un conxunto de vectores linealmente independentes,
podemos sustrituir os m vectores de S por m vectores de B, e polo tanto m<n.

Opcion 2, basada na resolucion de sistemas de ecuacions lineais)

Imos ver que existe unha combinacion lineal dos elementos de S que da 0 con algun
escalar non nulo.

E dicir temos que probar que existe

X1V + XoVo + ... + XV = 0

conalginx; # 0,i=1,...,m,
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Dado que B é unha base de V, cada vector vj € S, j=1, ..., m, é combinacion lineal
dos vectores de B.
Sexan enton:
n
visauEitanEt.t anEn=) aiE
i=1
n
Vo= anEr+ axkEr+ ...+ axnEn= Z a 5iE;

i=1

n
Vm=amEi1+ amEz+ ...+ amEn= z o miEi
i1

cos escalares « jj elementos fixos do corpo.
Enton unha combinacion lineal

0 =X1v1 + XoV2 + ... + XmVim

€ 0 mesmo que dicir:

0=Xxqv1 + XoVo + ... + XV =

=xi(anEr+ appEr+ ...+ ankn) +

+Xo(a@ 21E1 + a »E2 + ... + a 2nEn) +
+ Xm(r mE1+ amEz + ... + o miEn) =

= (X1 tXea nt ... ¥ Xmami)Er +

+ (X1 Xt ...+ Xma m2)Ea +
+ (X1 10 X2 ont ... + Xm@ mn)En.

Pero como B = {E, E;, ..., En} € unha base, os seus vectores son linealmente

independentes e polo tanto isto equivale a que

anXyt+ aXot ...+t dmXm=0
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A1pX1+ AXot+ oo+ AmaXm =0

alan_ + 0{an2 + + amnXm = 0
Dado que este sistema (0s a1, son escalares do corpo) é un sistema homoxéneo con
mais incognitas que ecuacidns, necesariamente € un Sistema Compatible Indeterminado.

E dicir ten solucions distintas da trivial (0, ..., 0) tal como queriamos probar.

3.4.12.- Corolario.

Sexa V un K-espazo vectorial. Se B = {Ej, E, ..., En} € unha base de V con n vectores,
enton calquera outra base ten que ter necesariamente n vectores.

Demostracion.-

Por ser B base m< n xa que se m > n os vectores de B’ = {Fy, F», ..., Fn} non poderian
ser linealmente independentes. Da mesma forma por ser B’ base, n< m.

Asim< nen< m,deonde m=n.

3.4.13.- Definicion.
Chamase dimensidn dun espazo vectorial ao nimero de vectores dunha base (como

acabamos de ver todas as bases tefien 0 mesmo nimero de vectores). Denétase dim(V).

3.4.14.- Corolario.

Sexa V un K -espazo vectorial de dimension n.

As seguintes afirmacions son equivalentes:

B ={E., E;, ..., En} € unha base de V.

B ={E., E,, ..., En} € un conxunto de vectores de V linealmente independentes.
B ={E., E», ..., En} € un conxunto de xeradores de V.
Demostracion.

a) = b) e a) = ¢) son evidentes.

Imos verqueb) = a)equec) = a)

“b) = a)”

Falta ver que B = {E, E,, ..., En} € un conxunto de xeradores.
Temos que ver que

Ve<{Ey,E,..E}>VvVvelV.
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Pola Proposicion 3.3.16, se vg <{Ei, E, ..., Ex}, enton {v, E;, E,, ..., Es} é un
conxunto linealmente independente e ten n + 1 elementos, en contradicion coa
Proposicion 3.4.11.

“c) = a)”

Falta ver que B = {E, E», ..., En} € un conxunto de vectores linealmente independentes.
Se non o fora poderiamos eliminar un e seguiria sendo un conxunto de xeradores
(véxase a Proposicion 3.3.15). Pero entdn polo Teorema 3.4.9. teriamos unha base

formada por m elementos con m < n en contradicion con que a dimension de V é n.

3.4.15.- Nota.
dimgR =1
dimgR? =2
dimgR*=3

dimgR" = n.

Exercicio.

Se U é un subespazo de V, entén
1)dim U <dimV
2)dimU=dimV <U=V

3.4.16.- Proposicion.

Se V1 e V; son subespazos dun espazo vectorial V, enton

dim(V1+Vy) + dim(V1iN V) = dim(Vy) + dim(V2)

Demostracion.

Basta coller unha base de V1(1 V- (con r elementos) e completala a unha base B; de V;
(con s elementos) e a unha base B, de V, (con t elementos). Entdn B, B, é unha base
Vi+Vyetent +s—relementos (pois 0s r elementos da base de V(1 V; estan incluidos
entre os s elementos de B; e 0s t de B.

En efecto, sexan

B ={E., E,, ..., E;} unha base de V11V,

B1 ={E1 Ea, ..., E/, Ers1, Erso, ..., Es} unha base de V; (completamos B) e
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B, ={E1, Eo, ..., E;, Fre1, Fre2, ..., F} unha base de V, (completamos B).
Imos probar que

{E1, Ea, ..., Er, Ersa, Erva, ..., Es, Fra, Frao, ..., Fi} € unha base de V1+V5.
a) Conxunto de xeradores

ve VitV = FvieV, veVo/v=vi+Vv, =

:>3V1—ZaEI,V2 Z/} +Zﬂ,,,v:v1+v2:>

i=1 i=r+1

= V= ZQE +ZﬂE + Zﬂ E<{E1, Es ..., Es, Fr+1,...,Ft}>

i=r+l

b) Conxunto de vectores linealmente independentes

Supofiemos que Za E, + Zﬂ =0 e temos que probar que todos os escalares

i=r+l

0i=B;j=0,1=1,..,sj=r+l, .. t

En efecto

iaiEi + iﬂiFi =0= iﬁiFi =- iaiEi
i=1 i=r+1 i=r+1 i=1
pero

ZaE e Vie Z,B e Ve polo tanto - Zs:aiEi = Zt:ﬂiFi e ViN V2.

i=r+1 i=1 i=r+1

t
Entén > BF, é combinacion lineal dos vectores da base B = {Ej, Es, ..., E;} de

i=r+l

t r t r
ViNVa. Asi ) BF = > AE, epolotanto Y BF - > A4E; =0queéunha
i i=1

i=r+1 i=1 i=r+1
combinacion lineal dos vectores da base de V, que da 0 e polo tanto todos os escalares
tefien que ser 0.
AsiBj=0,j=r+l, ..., t(taménA;=0,j=1,..,71).
S
Asi temos que 0 = Zﬁi F. =- > a,E; 0que nos proporciona
i=1

i=r+l1

> ;E; =0 unha combinacién lineal dos vectores da base de V; que da 0 e polo tanto

todos os escalares tefien que ser 0.

Asioj=0,j= , S.
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En consecuencia

S t
Y B+ Y BF =0= 0i=p=0,i=1,..,5]j=rl, .t
i=1

i=r+l

Polo tanto {Es, E», ..., Es, Fr41, ..., F} € unha base de V e
dim(V1+Vy) =s +t—r=dim(Vy) + dim(Vy) - dim(V1V2)

3.4.17.- Definicion.

Se V; e V; son subespazos dun espazo vectorial V e V11V, = {0}, dicimos que V1+V,
é asuma directa de V; e V, e denotdmola por V,® V5.

Neste caso, se V1 ® V, =V, decimos que V; e V; son subespazos suplementarios (V; é

un subespazo suplementario de V1 en V e V3 é un suplementario de V, en V).

3.4.18.- Proposicion.
Se V; € un subespazo dun espazo vectorial V, entdn existe un suplementario de Vi en V.
Demostracion.
Se V1 =V é claro que V; = {0} é un suplementario de VV; en V.
En xeral, consideramos B; = {E;, E», ..., E/} unha base de V1, e completamos a unha
base B = {Ej, Ey, ..., Er, Er+1, Ers2, ..., En} de V
Enton V; = <{E s, En2, ..., En}> € un suplementario de Vi en V.
En efecto,
- E claro que V1+V, = V.,
- AdemaisveVi1V, = v =io¢iEi = iai E = iai E, - ioziEi =0=
i=1 i=1

i=r+1 i=r+1

r n
:ZaiEi + Z:(—oci)Ei 0= == T = -] = -2 = .. =- 0 =0 =
i=1 i=r+1

= v=0.

3.4.19.- Proposicion.

Se V1 e V; son subespazos dun espazo vectorial V, enton V1 + V, € a suma directa
(V1N V2 ={0}) < Cada vector de V; + V, pode expresarse de forma tnica como a
suma dun vector de V; e outro de V.

Demostracion.
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=
Supofiemos que V1V, = {0}.

Se un vector vy + v, = Ug + Uy, CON V1, U € Vi, Vo, U2 € V7, enton

Vi-Up=Ux-Vo, eVi[NVo={0}epolotantovy -u; =uz-vo,=0€ vy = U € Uy = Va.

“

Supofiemos que cada vector de V1+V; pode expresarse de forma Gnica como a suma
dun vector de V; e outro de V».

Sev eV Vo entdnv eVy, v eV, e v=v+0=0+vson dias formas de expresarse

v,salvoquev=0
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3.5. Ecuaciéns dun Subespazo Vectorial

Se V é un espazo vectorial sobre K de dimension n, e U un subespazo vectorial de V
xerado polos vectores uy, ... Us, linealmente independentes, existe un sistema de n-s
ecuacions lineais (independentes) do cal U é a solucion.

Ditas ecuacions chdmanse ecuacions lineais do subespazo. (Nota. O sistema non é
unico).

As ecuacions parameétricas de U vefien dadas por:

V =oqU1 + ol + ... + osUs,

As ecuacions lineais obtefiense do feito de que un vector v e<{ uy, ... Us }>se é un
vector linealmente dependente deses vectores. Se consideramos a matriz A que ten por
filas as coordenadas dos vectores uy, ... Us, entdn v e <{ uy, ... Us }> € equivalente a que
o vector de K" que ten por coordenadas as de v € un linealmente dependente dos

vectores fila dunha matriz en escaleira equivalente por filas & matriz A.

Imos expofier como se calculan as ecuacions lineais dun subespazo de R ", do que

cofiecemos un conxunto de xeradores.

3.5.1.- Exemplo 1.

Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R * xerado polos vectores
up=(1,1,00),u=(1,0,1,0).

Solucion.

En R * consideramos o subespazo vectorial U, xerado polos dous vectores u; e us
linealmente independentes.

U=<{u;=(1,1,0,0),u,= (1,0,1,0)}>,

dimpU=s=2.

Entdén un vector v = (X, v, z, t) é de U se é dependente de u; e u; e polo tanto
<{ uy, uy, v}>=<{ uy, u}>.

As ecuacions paramétricas de U vefien dadas por:

V= oaup + Bus
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Para calcular as ecuacions lineais de U, consideramos a matriz A de filas uq, up, e v

1100
A=|1 0 1 0}

Xy z t
Sen cambiar de lugar a fila 3, calculamos unha matriz de Gauss equivalente por filas &
matriz A (é dicir facemos coas filas de A transformacions das indicadas en na
Proposicion 3.3.20. de forma as duas primeiras filas constitian unha matriz de Gauss, e

que tefia nulos os elementos da Gltima fila que se corresponden con columnas “con

pivote”):

1100 1 1 00 1 1 0 0
A=(1 0 1 0 FPeAReP .10 -1 1 0 2510 1 -10
Xy z t 0 y-x z t 0 y—-x z

11 0 0
F3-(y-x)F2 0 1 -1 O

0 0 z+4y—-x t

As filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial de R * que as filas desta matriz e as
duas primeiras filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial que as duas primeiras filas
desta matriz.
En consecuencia para que <{ uy, Uy, V}> = <{ uy, Uy}> é necesario que a Ultima fila da
matriz equivalente por filas & A sexa nula.
En consecuencia v = (X, Y, z) ten que ser solucion do sistema:

z+y-x=0 ou equivalentemente X-y-z=0

t=0 t=0
Se calculamos unha base das solucions deste sistema, obtemos
U={(x,y,z,t) e R* /1t=0,x=y+2}={(y+2,y,2,0)/y,ze R}=
={y(1,1,0,0)+2(1,0,1,0)/y,ze R}=<{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}>
Neste caso calculamos a mesma base de partida de U, o cal non ten por que suceder.
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3.5.2.- Exemplo 2.

Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R ° xerado polos vectores
up=(1,1,00,1),u=(1,0,1,0,2).

Solucion.

En R ° consideramos o subespazo vectorial U, xerado polos dous vectores u; e U,
linealmente independentes,

U=<{u;=(,1,0,0,1),u,=(1,0,1,0,2)}>, dimgrU=5s=2

Entén un vector v = (X, v, z, t, 5) é de U se é linealmente dependente de u; e u; e polo
tanto

<{uy, uy, v}> = <{uy, u}>

Para calcular as ecuacions lineais de U, consideramos a matriz A de filas ug, us e v:

11001
A=/1 0 1 0 2

Xy z t |
Sen cambiar de lugar a fila 3, calculamos unha matriz equivalente por filas @ matriz A e
que as duas primeiras filas sexan matriz de Gauss, e que tefia nulos os elementos da

ultima fila que se corresponden con columnas “con pivote”:

11001 1 1 00 1
A=11 0 1 0 2 F2-FLF3-XF1 o | 1 1 0 1 ﬂ)
x y z t | 0 y—-x z t I-x
1 1 0 0 1 11 0 0 1
0 1 -10 -1| 02,10 1 -1 0 -1
0 y—-x z t I-x 0 0 z+y-x t l-x+y—x

As filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial de R ° que as filas da matriz de Gauss
11 0 0 1
01 -1 0 -1
0 0 z+y—-x t l-x+y-x

e as duas primeiras filas de A xeran 0 mesmo subespazo que as duas primeiras filas

desta matriz de Gauss.
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En consecuencia para que <{ us, U,, v}> = <{ uy, U,}> é necesario que a Gltima fila da
matriz de Gauss sexa nula.

Polo tanto v = (X, v, z, t, S) ten que ser solucidn do sistema:

z+y-x=0 ou equivalentemente X-y-z=0
t=0 t=0
I-2x+y=0 2x-y-1=0

3.5.3.- Exemplo 3.

Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R 7 xerado polos vectores
u=(1,0,1,1,1,1,0),u,=(1,0,1,1,0,0,0),
us=1(2,0,3,5,2,20),u,=(3,0,2,0,0, 0, 0).

Solucién.

En R’ consideramos o subespazo vectorial U, xerado polos catro vectores us, Us, Us €
Ug, U = <{uy, Uy, U3, Ug}>.

Entdn un vector v = (Xq, X2, X3, X4, Xs, Xg, X7) € de U se é linealmente dependente de {u;,

Uy, Uz, Us} e polo tanto  <{uj, Uy, Uz, Ug, V}> = <{uy, Uy, U3, Us}>.

Para calcular as ecuacions lineais, consideramos a matriz A de filas uy, Uy, Uz, Us € V:

u(l1 0 1 1 1 1 0
ulfl1 0 1 1 0 0 0
u[2 0 3 5 2 2 0
ul3 0 2 0 0 0 0
VIX X, X3 X, X5 X X

Sen cambiar de lugar a fila 5, calculamos unha matriz equivalente por filas & matriz A e
que as 4 primeiras filas constitian unha matriz de Gauss, e que tefia nulos os elementos

da ultima fila que se corresponden con columnas “con pivote”™:

1 0 1 1 1 1 O
1 0 1 1 0 0 O
A=| 2 0 3 5 2 2 0 F,-F,F3—2F F,—3F Fs—xF
3 02 0 O O O
X X, Xy X, X5 Xgo X
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1 0 1 1 1 1 0

0 O 0 0 -1 -1 0

00 1 3 0 0 0| 1eehl,

0 O -1 -3 -3 -3 0

0 Xy Xg=X X=X X=X Xg—X X

1 0 1 1 1 0

0 O 1 3 0

0 0 0 0 -1 1 0 FatF Fs—(5—x)F
0 O -1 -3 -3 -3 0

0 Xp Xg=X X=X X=X Xg—X X

1 0 1 1 1 0

0 0 1 3 0 0

0 0 0 0 -1 -1 0| FRShhrGef
0 0 O 0 -3 -3 0

0 X, 0 X, —=%—-3(%—X%X) X=X X —X X

1 0 1 1 1 1 0

0 0 1 3 0 0 0

0 0 O 0 -1 -1 0

0 0 O 0 0 0 0

0 X, 0 X4_X1_3(X3_X1) 0 XG—Xl—(X5—X1) X;

As filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial de R ” que as filas desta matriz

equivalente por filas,

1 01 1 1 1 0
0 0 1 3 0
0 0 O 0 -1 -1 01,
0 0 O 0 0 0 0
0 % 0 x-x _3(X3 o X1) 0 X-x- (Xs - Xl) X7

e as 4 primeiras filas de A xeran 0 mesmo subespazo que as 4 primeiras filas desta
matriz.

En consecuencia para que <{us, Uy, U3, Ug, V}> = <{Uy, Uy, U3, Us}> € necesario que a
ultima fila desta matriz equivalente por filas a A sexa nula.

En consecuencia v = (X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7) ten que ser solucion do sistema:
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Xo=0 ou equivalentemente Xo=0

Xa—3X3+2X1, =0 2X1—=3X3+ X4 =0
Xg—X5=0 X5 —Xg =0
X7:0 X7:0

3.5.4.- Exemplo 4.

Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R  xerado polos vectores
u=(1,0,1,1,1,1,0),u,= (0,0,1,1,0,0,0),u3=(2,0,5,5,2,2,0)

Solucion.

En R’ consideramos o subespazo vectorial U, xerado por tres vectores Uy, Uy € Us.

U= <{u;=(1,0,1,1,1,1,0),u,= (0,0,1,1,0,0,0),u3s=(2,0,5,5, 2, 2,0)}>
Entdn un vector v = (X1, X2, X3, X4, Xs, Xg, X7) € de U se é linealmente dependente de {u;,

Uy, Uz} e polo tanto  <{us, Uy, Uz, V}> = <{uy, Uy, U3z}>.

Para calcular as ecuacions lineais de U, consideramos a matriz A de filas uy, u,, us e v;

u(l1 0 1 1 1 1 0
u,l]0 0 1 1 0 0 O
u;;]2 0 5 5 2 2 0
VX, X, Xy X, X5 X X

Sen cambiar de lugar a fila 4, calculamos unha matriz equivalente por filas & matriz A e
que as 3 primeiras filas constitian unha matriz de Gauss, e que tefia nulos os elementos

da ultima fila que se corresponden con columnas “con pivote”:

1 0 1.1 1 1 O

0 01 1 0 00 F;—2F,F,—xF,

2 0 5 5 2 2 0 ’

Xl XZ X3 X4 X5 X6 X7

1 0 1 1 0

0 0 0 O 0 F3-3F,,F;—(X3—%)F,
0 0 0 0 0

0 X, Xg—=X X,=X Xg—=X Xg—X X,
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1 01 1 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0
0 X, 0 X,=X—(Xg—=X) Xs—=X Xg—X X

As filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial de R * que as filas desta matriz
equivalente por filas,

1 01 1 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0|
0 %X, 0 X —=X%~- (Xs - Xl) Xs =X Xg =X Xg

e as 3 primeiras filas de A xeran 0 mesmo subespazo que as 3 primeiras filas desta
matriz.

En consecuencia para que <{us, U,, Uz, V}> = <{uy, Uy, uz}> é necesario que a Ultima
fila desta matriz equivalente sexa nula.

En consecuencia v = (X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7) ten que ser solucion do sistema:

X2=0 ou equivalentemente X2 =0
X4—X3:0 X3-X4:O
X5—X1:0 X1—X5:0
Xg—X1=0 X1—Xe=0
X7=0 X7=0

3.5.5.- Exemplo 5.

Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R ® xerado polos vectores
u=(,01112101),u,=(0,0,1,1,0,0,0,1),u3=(0,1,1,0,1,1,1,1)
Solucion.

En R ® consideramos o subespazo vectorial U, xerado por tres vectores us, Us € Us.

U= <{u:=(,0,1,1,1,1,0,1), u,= (0,0,1,1,0,0,0,1),u3=(0,1,1,0,1,1,1,1)}>
Entdn un vector v = (X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg) € de U se € linealmente dependente de

{us, Uy, Uz} e polo tanto  <{us, Uy, us, V}> = <{uy, Uy, Uz}>.

Para calcular as ecuacions lineais de U, consideramos a matriz A de filas uy, u,, us e v;
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0
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1 0 1 1

0 1 0 T

0 0 1 422

0 X, X=X X=X X=X Xg—=X X Xg—X

10 1 1 1 1 0 1
01 1 0 1 1 1 1
00 1 1 0 0 0 1

0 0 X=X =X, X=X Xe=X =X, Xg=X =X, X;=X, Xg—X —X,

Fya—(X3—X—X;)Fg

101 1 1 1 0
011 0 1 1 1
0 01 1 0 0 0
000 X4_X1_(X3_X1_X2) N=X=X X=X—X X=X Xg—Xl—Xz—(Xs—Xl—XZ)

As filas de A xeran 0 mesmo subespazo vectorial de R 8 que as filas desta matriz
equivalente por filas, e as 3 primeiras filas de A xeran 0 mesmo subespazo que as 3
primeiras filas desta matriz.

En consecuencia para que <{us, U,, Uz, V}> = <{uy, Uy, uz}> é necesario que a Ultima
fila desta matriz equivalente sexa nula.

Polo tanto v = (Xq, X2, X3, X4, Xs, Xg, X7, Xg) ten que ser solucion do sistema:

Xg—X1— (X3 —X1—%X2) =0 ou equivalentemente  X;—X3+X2=0
X5—X1—X2=0 Xs—X1—X2=0
Xg—X1—X2=0 Xg—X1—X2=0
X7—X2:O X7—X2:0
Xg—Xl—Xz—(Xg—Xl—Xz):O X8—X3:0

Se resolvemos o sistema

Xq4 = X3—X2
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X5 = X1 + X

Xg = X1 + X2

X7 = X2

Xg = X3

temos que V = (X1, X2, X3, X3 — X2, X1 + X2, X1 + Xo, X2, X3) =

=% (1,0,0,0,1,1,0,0)+x,(0,1,0,1,1,1,1,0) +x3(0,0,1,1,0,0,0, 1)

Si tomamos como solucion
X1 =X — X2

Xq4 = X3—X2

X5 = X1+ X2 =Xg

X7 = X2

Xg = X3

temos

V = (X — X2, X2, X3, X3 — X2, X6, X6, X2, X3).

U={x(,000,1,1,0,0)+x%x,(-1,1,0,-1,0,0,1,0) +x30,0,1,1,0,0,0,1)/
Xe, X2, X3 € R} =
=<{(1,0,0,0,1,1,0,0),(-1,1,0,-1,0,0,1,0),(0,0,1,1,0,0,0, 1)}>

Estes tres vectores non coinciden cos xeradores iniciais de U. E facil comprobar que
tamén son unha base de U:

up—u,=(1,0,0,0,1,1,0,0) = u,

—u;+u3=(-1,1,0,-1,0,0, 1, 0) = Us

U = <{uy, Uz, uz}> = <{uy, U4, Us}>.
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